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Аннотация.  
Актуальность и цели. Контакты Джозефсона можно использовать для па-

раметрического усиления высокочастотного излучения, в том числе и в тера-
герцовом диапазоне, при этом джозефсоновское излучение контакта выполня-
ет функцию накачки. Однако мощность параметрического усиления одиноч-
ным контактом мала (единицы нВт), поэтому большой интерес представляют 
массивы контактов Джозефсона, допускающих в настоящее время благодаря 
успехам в технологии их изготовления синхронизацию, необходимую для до-
стижения когерентного излучения достаточной мощности, которая может до-
стигать нескольких мкВт для больших массивов. 

Материалы и методы. Расчеты вольт-амперной характеристики и погло-
щенной мощности контакта и массива контактов в резонаторе проводились  
в рамках резистивной модели контакта Джозефсона с использованием  
численных методов решения систем дифференциальных уравнений и интегри-
рования. 

Результаты. Теоретически изучена параметрическая генерация высокоча-
стотного электромагнитного излучения контактами и массивами контактов 
Джозефсона в резонаторе. Вычислены вольт-амперные характеристики и по-
глощенная мощность внешнего высокочастотного излучения контакта и одно-
мерного массива одинаковых последовательно соединенных контактов Джо-
зефсона в резонаторе в рамках резистивной модели джозефсоновского контак-
та при разных параметрах резонатора и двух способах накачки: 1) в качестве 
излучения накачки используется джозефсоновское излучение; 2) используется 
дополнительная накачка внешним высокочастотным полем, при этом усиление 
происходит на его гармониках. 

Выводы. Параметрическое усиление контактом Джозефсона во внешнем 
монохроматическом высокочастотном излучении и в резонаторе возможно не 
только вблизи первой ступеньки Шапиро, но и на субгармонических ступень-
ках, которые появляются на вольт-амперные характеристиках контакта в такой 
системе. Дополнительное внешнее высокочастотное излучение накачки может 
приводить к усилению не только на ступеньках, где джозефсоновская частота 
равна частотам внешних переменных сигналов, но и на других ступеньках, что 
увеличивает область параметрического усиления на гармониках высокоча-
стотного излучения накачки. 

Ключевые слова: массив контактов Джозефсона, параметрическое усиле-
ние, резистивная модель. 
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Abstract.  
Background. Josephson junctions may be used for parametric amplification of 

high-frequency radiation, including the THz range. In this case, Josephsnon junction 
radiation executes the pumping function. However, the power of parametric ampli-
fication by a single junction is low (nW figures), and, thus, of great interest are ar-
rays of Josephson junctions, which due to the technological progress in the present 
time allow synchronization necessary for obtaining coherent radiation of sufficient 
power, capable of reaching several microW for large arrays. 

Materials and methods. Calculation of volt-ampere characteristic and absorbed 
power of a junction and a junction array in a resonator were performed within a resis-
tive model of Josephson junction using numerical methods of differential equations 
solving and integration. 

Results. The authors theoretically studied parametric generation of high-
frequency electromagnetic radiation by Jospehson junctions and junction arrays in a 
resonator, calculated volt-ampere characteristics and absorbed power of external 
high-frequency radiation of a junction and a one-dimensional array of similar con-
catenated Josephson junctions in a resonator  within a resistive model of Josephson 
junction at various resonator paramters and two pumping methods: 1) Josephson ra-
diation was used as pumping radiation; 2) additional pumping by an external high-
frequency field (amplification takes place on its harmonics). 

Conclusions. Parametric amplification by the Josephson junction in external mono-
chromatic high-frequency radiation and in a resonator is possible in vicinity of the first 
Shapiro step, as well as on sub-harmonic steps that appear on volt-ampere characteris-
tics of a junction in such system. Additional external high-frequency pumping radia-
tion may lead to amplification not just on steps, where the Josephson frequency equals 
to external variable signal frequencies, but on other steps, which increases the are of 
parametric amplification on harmonics of high-frequency pumping radiation. 

Key words: Josephson junctions array, parametric amplification, resistively 
shunted Josephson junction. 

Введение 

Известно, что если ток через джозефсоновский контакт превышает не-
которое критическое значение, обусловленное свойствами самого контакта, 
на контакте возникает разность потенциалов, что приводит к нестационарно-
му эффекту Джозефсона [1]. Частота джозефсоновского излучения может до-
стигать нескольких сотен ГГц. Вблизи критической температуры для анализа 
высокочастотных явлений удобно использовать резистивную модель [2], со-
гласно которой джозефсоновский контакт может быть представлен в виде па-
раллельного соединения идеального джозефсоновского контакта, через кото-
рый течет только бездиссипативный ток куперовских пар, и резистивного 
элемента с активным сопротивлением, через который течет диссипативный 
ток одиночных электронов проводимости (нормальный ток). Для учета емко-
сти контакта в резистивной модели в схему добавляют также конденсатор. 
Для некоторых типов джозевсоновских контактов (например для точечных 
контактов) емкость можно не учитывать, так как она очень мала. Контакты  
с малой емкостью легче согласовывать с внешними электродинамическими 
сверхвысокочастотными системами [3]. 

В рамках резистивной модели в [4] было найдено активное сопротивле-
ние точечного джозефсоновского контакта в слабосигнальном приближении 
и показано, что в такой системе возможно параметрическое усиление внеш-
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него высокочастотного излучения благодаря нестационарному эффекту Джо-
зефсона [4, 5]. В работе [6] было показано, что в резистивной модели в слабо-
сигнальном приближении контакт Джозефсона можно рассматривать как ре-
активный элемент с переменной индуктивностью, и в [4, 5] было показано, 
что при некоторых частотах внешнего высокочастотного (ВЧ) излучения ак-
тивное сопротивление контакта отрицательно, т.е. джозефсоновские контак-
ты можно использовать для параметрического преобразования частоты, при 
этом в качестве излучения накачки можно использовать джозефсоновское из-
лучение [7–9]. Благодаря параметрическому взаимодействию джозефсонов-
ского и внешнего ВЧ-излучения на контакте частоту усиливаемого сигнала 
можно сдвинуть, в том числе и в ТГц-диапазон. 

Мощность параметрического (неджозефсоновского) излучения одиноч-
ным джозефсоновским контактом очень мала (порядка нескольких нВт).  
В связи с этим большой интерес представляют массивы синхронизированных 
контактов Джозефсона, способных излучать когерентно. Мощность парамет-
рического излучения, полученная с помощью больших массивов джозефсо-
новских контактов, может достигать нескольких мкВт [10, 11]. 

В данной работе мы рассмотрим параметрическое усиление внешнего 
ВЧ-излучения контактами и массивами контактов Джозефсона в резонаторе  
в двух случаях: 1) в качестве излучения накачки используется джозефсонов-
ское излучение; 2) в качестве излучения накачки, помимо джозефсоновского, 
используется внешнее излучение; при этом усиливаемый сигнал является 
гармоникой внешнего излучения накачки. 

1. Параметрическая генерация одиночным контактом Джозефсона 

Параметрическое усиление внешнего ВЧ-излучения одиночным кон-
тактом Джозефсона хорошо изучено теоретически и экспериментально, как 
было отмечено выше. Рассмотрим коротко особенности параметрической ге-
нерации одиночного контакта, необходимые в дальнейшем для понимания 
процессов генерации массивами таких контактов. 

Согласно резистивной модели при cT T≈  полный ток через джозефсо-

новский контакт можно представить в виде  

( ) sin( )J N c JI t I I I V R= + = ϕ + , 

где sin( )J cI I= ϕ  – джозефсоновский ток куперовских пар; cI  – критический 

ток; ϕ  – разность фаз контактирующих сверхпроводников; NI  – нормальный 

ток электронов проводимости; N JV I R=  – напряжение на контакте; JR  – 

сопротивление контакта в нормальном состоянии [4]. Эквивалентная схема 
контакта представлена на рис. 1. 

Действие внешнего электромагнитного излучения частоты 1ω  приведет 

к появлению дополнительного переменного тока через контакт. Тогда пол-
ный ток 1 1( ) cos( )dcI t I I t= + ω , где dcI  – постоянный ток. Учитывая связь 

между напряжением на контакте и разностью фаз 
2

( )
d e

V t
dt

ϕ =


, из резистив-

ной модели получим уравнение для разности фаз: 
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 1 1sin( ) cos( ),dc
d

i i
d

ϕ + ϕ = + Ω τ
τ

  (1) 

где ctτ = ω , 
2

c c
e

Vω =


 – характерная частота контакта; c c JV I R=  – харак-

терное напряжение; dc
dc

c

I
i

I
= , 1

1
c

I
i

I
= , 1

1
c

ωΩ =
ω

. Уравнение (1) является 

уравнением нелинейного передемпфированного маятника. Решение данного 
уравнения приводит к хорошо известному результату: на статической вольт-
амперной характеристике (ВАХ) контакта появляются ступеньки, называе-
мые ступеньками Шапиро [12] (рис. 2).  

 

 

Рис. 1. Эквивалентная схема контакта Джозефсона без учета емкости 
 
Вычислим среднюю поглощенную мощность внешнего высокочастот-

ного излучения на его частоте по формуле 

 1
1

cos( )
c

P

I V τ= ϕ Ω τ .   (2) 

Численный анализ показал, что вблизи первой ступеньки Шапиро воз-
можно появление области отрицательной мощности, т.е. контакт будет гене-
рировать ВЧ-излучение (рис. 2). 

2. Одиночный контакт Джозефсона в резонаторе 

Рассмотрим контакт Джозефсона в резонаторе. Резонатор представим 
как LC-контур (рис. 3). 

Для данной системы можно записать следующие уравнения: 

 

1 1

2

2

sin( ) cos( ),
2

,
2

c dc
J

d dQ
I I I t

eR dt dt

d Q Q d
L

C e dtdt

ϕ + ϕ + = + ω



ϕ + =




  (3) 

JI

I

NI

JR
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где Q – заряд на обкладках конденсатора; L – индуктивность резонатора;  
C – емкость резонатора. 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. ВАХ джозефсоновского контакта (a) и график зависимости  
поглощенной мощности от постоянного тока (б) для частоты  

1 0,4 cω = ω  и амплитуды переменного тока 1 0,3 cI I=  

 

 

Рис. 3. Эквивалентная схема контакта Джозефсона в резонаторе 
 
Перейдя в системе уравнений (3) к безразмерным величинам, получим 

 
1 1

2
0

sin( ) cos( ),

,

dcq i i

q q
l

ϕ + ϕ + = + Ω τ

 ϕ+ Ω =

 


  (4) 

где  

2 JeR Q
q =


; 0

1

l
Ω =

β
; 

c

L
l

L
= ; 

2c
c

L
eI

= 
; 22 J ceR I Cβ = . 

/dc cI I

/dc cI I

1/jΩ Ω  

1/ cP I V  

JR

C

L

1 1cos( )dcI I t+ ω
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Решив численно систему уравнений (4), можно найти среднюю погло-
щенную мощность по формуле (2). Численный анализ показал, что при 

0 1nΩ = Ω , где 1,  2,  3,  ...n = , амплитуда тока в резонаторе возрастает [13]. 

Однако если 0 1Ω = Ω , то колебания тока в резонаторе и колебания ϕ  проис-

ходят с джозефсоновской частотой, а не с частотой внешнего сигнала 1Ω , и 

средняя поглощенная мощность принимает отрицательные значения только 
на джозефсоновской частоте. 

Более интересен случай, когда 0 1nΩ = Ω , где 1n > . В этом случае на 

ВАХ контакта могут возникать субгармонические ступеньки Шапиро и отри-
цательная поглощенная мощность (т.е. усиление внешнего сигнала) может 
возникать не только, когда 1JΩ = Ω  (первая ступенька Шапиро), но и при 

1

2J
ΩΩ =  (субгармонические ступеньки Шапиро) [14], как видно из рис. 4.  

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. ВАХ (a) джозефсоновского контакта в резонаторе и график зависимости  
поглощенной мощности от постоянного тока (б) для частоты внешнего  
усиливаемого сигнала 1 0,4 cω = ω , частоты резонатора 0 0,8 cω = ω   

и амплитуды переменного тока 1 0,3 cI I= , 0,01β =  

 
На рис. 5 приведены графики для случая, когда собственная частота ре-

зонатора 0Ω  не кратна частоте внешнего сигнала 1Ω . На рис. 5 видно, что 

должно быть усиление внешнего сигнала при 13 / 2JΩ = Ω . 

Параметрическая генерация  
с дополнительной (неджозефсоновской) накачкой 

Рассмотрим контакт Джозефсона, помещенный во внешнее бихромати-
ческое поле 1 1 2 2cos( ) cos( )E E t E t= ω + ω , 2 1mω = ω , где 2,  3,  ...m =  Тогда  

/dc cI I  

/dc cI I  

1/jΩ Ω  

1/ cP I V  

1/jΩ Ω  
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в режиме заданного тока уравнение для разности фаз контактирующих 
сверхпроводников будет иметь вид 

 1 1 2 2sin( ) cos( ) cos( ),dci i iϕ + ϕ = + Ω τ + Ω τ   (5) 

где 2 1mΩ = Ω , 2,  3,  ...m =  Сигнал частоты 1ω  играет роль накачки. 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. ВАХ (a) джозефсоновского контакта в резонаторе и график зависимости  
поглощенной мощности от постоянного тока (б) для частоты внешнего  
усиливаемого сигнала 1 0,4 cω = ω , частоты резонатора 0 0,7 cω = ω   

и амплитуды переменного тока 1 0,3 cI I= , 1β =  

 

Среднюю поглощенную мощность пробного сигнала частоты 2ω  будем 

искать в виде 2
2

cos( )
c

P

I V τ= ϕ Ω τ . 

Как видно из графиков на рис. 6, средняя поглощенная мощность на ча-
стоте пробного сигнала может принимать отрицательные значения не только 
при 1JΩ = Ω  и 2JΩ = Ω , но и на других ступеньках Шапиро. 

Если поместить контакт Джозефсона в бихроматическом излучении  
в резонатор, то, так же как и в случае только джозефсоновской накачки, по-
глощенная мощность пробного сигнала может принимать отрицательные зна-
чения только, если частота резонатора кратна частоте усиливаемого перемен-
ного тока. При малой емкости резонатора ( 1β << ) наличие резонатора прак-
тически не изменяет вид кривой поглощенной мощности и ВАХ. При некото-
рых параметрах системы наличие резонатора приводит к появлению допол-
нительных областей отрицательной поглощенной мощности (усиления), как 
видно из сравнения графиков на рис. 7 и 8. 

Одномерный массив контактов Джозефсона в резонаторе 

Рассмотрим теперь массив контактов Джозефсона. Связь между кон-
тактами в массиве осуществляется за счет нагрузки. В общем случае нагрузка 

/dc cI I

/dc cI I

1/jΩ Ω  

1/ cP V I  
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характеризуется активным сопротивлением R, индуктивностью L и емко-
стью C. Существуют различные способы соединения джозефсоновских кон-
тактов в массив и различные механизмы и модели их синхронизации [13–18].  

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 6. ВАХ (a) джозефсоновского контакта в бихроматическом поле  
и график зависимости поглощенной мощности от постоянного тока (б)  

для частоты внешнего усиливаемого сигнала 2 0,8 cω = ω , частоты накачки  

1 0,4 cω = ω  и амплитуд переменных токов 1 0,5 cI I=  и 1 0,01 cI I=  

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 7. ВАХ (a) джозефсоновского контакта в бихроматическом поле  
и график зависимости поглощенной мощности от постоянного тока (б)  

для частоты внешнего усиливаемого сигнала 2 0,8 cω = ω , частоты накачки  

1 0,4 cω = ω  и амплитуд переменных токов 1 2 0,3 cI I I= =  

/dc cI I  

/dc cI I  

1/jΩ Ω  

2/ cP I V  

/dc cI I  

/dc cI I  

1/jΩ Ω  

2/ cP I V  



№ 1 (37), 2016                                                Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 121

 
а) 

 
б) 

Рис. 8. ВАХ (a) джозефсоновского контакта в бихроматическом поле  
и в резонаторе и график зависимости поглощенной мощности от постоянного  
тока (б) для частоты внешнего усиливаемого сигнала 2 0,8 cω = ω , частоты  

накачки 1 0,4 cω = ω  и амплитуд переменных токов 1 2 0,3 cI I I= = ,  

частоты резонатора 0 1,6 сω = ω  и 1β =  

 
В данной работе мы изучаем одномерный массив, состоящий из N оди-

наковых последовательно соединенных контактов Джозефсона, в резонаторе  
(рис. 9). Каждый контакт описывается резистивной моделью (рис. 1). 

 

 

Рис. 9. Одномерный массив последовательно  
соединенных контактов Джозефсона 

 
Одномерный массив в резонаторе можно описать системой 1N +  урав-

нений. Первые N уравнений системы имеют вид (1) или (5), в зависимости от 
накачки. К этим уравнениям добавляется уравнение для резонатора в виде 
второго уравнения системы (4). 
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Контакты в массиве могут синхронизироваться при небольшой внеш-
ней емкости ( 1β << ) так, что колебания на контактах будут происходить  

в одной фазе или с одинаковой разностью фаз. Как видно из графиков на  
рис. 10 и 11, построенных для 10N =   контактов, величина усиления (отри-
цательной поглощенной мощности) возрастает пропорционально числу син-
хронизированных контактов в массиве. 

 

 

Рис. 10. ВАХ массива из 10N =  одинаковых последовательно  
соединенных джозефсоновских контактов в резонаторе и график зависимости  

поглощенной мощности от постоянного тока для частоты внешнего  
усиливаемого сигнала 1 1,2 cω = ω , частоты резонатора 0 2,4 cω = ω   

и амплитуды переменного тока 1 0,3 cI I= , 0,01β =  

 

Рис. 11. ВАХ массива из 10N =  одинаковых последовательно  
соединенных джозефсоновских контактов в бихроматическом поле  

и в резонаторе и график зависимости поглощенной мощности от постоянного тока  
для частоты внешнего усиливаемого сигнала 2 0,8 cω = ω , частоты накачки  

1 0,4 cω = ω  и амплитуд переменных токов 1 0,5 cI I=  и 2 0,01 cI I= ,  

частоты резонатора 0 1,6 сω = ω  и 0,01β =  
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Заключение 

В работе рассмотрен одиночный контакт Джозефсона и одномерный 
массив из нескольких таких последовательно соединенных контактов в резо-
наторе и во внешнем высокочастотном электромагнитном поле. Мы изучили 
параметрическое усиление в данных системах при двух способах накачки:  
1) в качестве излучения накачки используется джозефсоновское излучение;  
2) используется дополнительная накачка внешним ВЧ полем, при этом уси-
ление происходит на его гармониках. Нами теоретически изучено влияние 
параметров резонатора на поглощение (усиление) внешнего высокочастотно-
го излучения контактом Джозефсона и массивом контактов, а также численно 
найдены области усиления при различных параметрах изучаемой системы.  

Численный анализ показал следующие результаты:  
1) параметрическое усиление контактом Джозефсона во внешнем мо-

нохроматическом ВЧ-излучении и в резонаторе возможно не только на пер-
вой ступеньке Шапиро, но и на субгармонических ступеньках, которые появ-
ляются на ВАХ-контакта;  

2) дополнительное внешнее ВЧ излучение накачки может приводить к 
усилению не только на ступеньках, где джозефсоновская частота равна ча-
стотам внешних переменных сигналов, но и на других ступеньках, что увели-
чивает область параметрического усиления;  

3) последовательно соединенные контакты в одномерном массиве и в 
резонаторе могут синхронизироваться со временем при малой внешней ем-
кости, что приводит к возрастанию усиления пропорционально числу син-
хронизированных контактов в массиве;  

4) если собственная частота резонатора равна частоте внешнего пере-
менного сигнала, средняя поглощенная мощность в такой системе прини-
мает отрицательные значения на джозефсоновской частоте, т.е. для пара-
метрического усиления резонатор необходимо настроить на гармонику 
внешнего ВЧ-излучения. 
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